Aplikasi Matriks Circulant Untuk Menentukan Nilai Eigen Dari Graf Sikel (Cn) by Siti Rahmah Nurshiami & Triyani
PROSIDING                                 ISBN : 978 – 979 – 16353 – 6 – 3  
 
 
Makalah  dipresentasikan  dalam  Seminar  Nasional  Matematika  dan  Pendidikan 
Matematika  dengan  tema  ”Matematika  dan  Pendidikan  Karakter  dalam  Pembelajaran” 
pada tanggal       3 Desember 2011 di Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY 
 
T – 24 
Aplikasi Matriks Circulant Untuk Menentukan 
Nilai Eigen Dari Graf Sikel (Cn) 
 
 
Siti Rahmah Nurshiami dan Triyani  
Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknik 
Universitas Jenderal soedirman, Purwokerto 
E-mail : nurshiami@yahoo.co.id 
 
 
ABSTRAK. Matriks Circulant adalah matriks berukuran n× n yang elemen baris ke-i 
untuk i = 2, 3, ..., n diperoleh dengan cara menggeser elemen-elemen baris pertama 
ke arah kanan sebanyak  i – 1 langkah. Paper ini mengkaji penggunaan matriks 
circulant untuk menentukan nilai eigen dari graf Sikel (Cn), n ≥ 3. 
 





Graf G adalah suatu struktur (V,E) dengan V(G) merupakan himpunan tak 
kosong dari elemen-elemen yang disebut titik dan E(G) merupakan himpunan 
pasangan tak terurut yang mungkin kosong, dari elemen-elemen di V yang disebut sisi. 
Sebuah graf sederhana G dapat direpresentasikan ke dalam matriks 
ketetanggaan, ܣሺܩሻ. Elemen-elemen dari matriks ܣሺܩ), yaitu ܽ௜௝ adalah 0 atau 1, 
dengan ܽ௜௝ ൌ 0 bila titik  ݒ௜  dan titik ݒ௝ tidak bertetangga, sedangkan ܽ௜௝ ൌ 1 bila 
titik ݒ௜  dan titik ݒ௝ bertetangga.  
Graf yang matriks ketetanggaannya berupa matriks circulant disebut graf 
circulant. Salah satu jenis graf yang termasuk graf circulant adalah graf sikel. Nilai 
eigen dari graf sikel  dapat ditentukan dengan mencari akar-akar dari polinom 
karakteristik matrik ketetanggaannya. Paper ini mengkaji cara lain menentukan nilai 
eigen dari graf Sikel (Cn), n ≥ 3 dengan menggunakan matriks circulant. 
 
2. Tinjauan Pustaka 
Suatu matriks bujur sangkar dikatakan matriks circulant jika elemen baris ke-݅, 
dengan ݅ ൌ 2, 3, … , ݊ diperoleh dengan cara menggeser elemen-elemen baris  pertama 
















Misal ܵ ൌ ൣݏ௝൧ adalah matriks circulant yang baris pertamanya adalah 
ሾݏଵ, ݏଶ,ڮ , ݏ௡ሿ  dan   ܹ adalah matriks circulant yang baris pertamanya adalah 


























































































































































































Menurut [3] nilai eigen  matriks ௡ܹൈ௡ untuk ݊ ൒ 2 dengan menggunakan “nth roots 
of unity” adalah 1, ߱,߱ଶ,ڮ ,߱௡ିଵ, dengan  ߱ ൌ ݁ଶ஠௜ ௡⁄ . 
 
Proposisi 1 [2] 
Jika ܵ adalah matriks circulant berukuran ݊ ൈ ݊, dengan ሾݏଵ, ݏଶ, ݏଷ, ڮ , ݏ௡ሿ 





dengan  ߱ ൌ ݁ଶ஠௜ ௡⁄ , dan vektor eigen ke-r yang bersesuaian dengan nilai eigen ߣ 
adalah u௥ ൌ ൣ1, ߱௥, ߱ଶ௥,ڮ ,߱ሺ௡ିଵሻ௥൧
்
, untuk setiap ݎ ൌ 0, 1, 2,ڮ , ݊ െ 1. 
Bukti: 
Diketahui ܵ adalah matriks circulant berukuran ݊ ൈ ݊, dan u௥ adalah vektor eigen ke-
r yang bersesuaian dengan nilai eigen ߣ, dimana  u௥ ൌ ൣ1, ߱௥, ߱ଶ௥,ڮ ,߱ሺ௡ିଵሻ௥൧
்
 
untuk setiap ݎ ൌ 0, 1, 2,ڮ , ݊ െ 1, maka       ܵu௥ ൌ ߣ௥u௥,  u௥ ് 0. 
Perhatikan bahwa 
ܵu௥ ൌ ߣ௥u௥ 


























































ۍ ݏଵ ൅ ݏଶ߱
௥ ൅ ݏଷ߱ଶ௥ ൅ ڮ൅ ݏ௡߱ሺ௡ିଵሻ௥
    ݏ௡ ൅ ݏଵ߱௥ ൅ ݏଶ߱ଶ௥ ൅ ڮ൅ ݏ௡ିଵ߱ሺ௡ିଵሻ௥
ݏ௡ିଵ ൅ ݏ௡߱௥ ൅ ݏଵ߱ଶ௥ ൅ ڮ൅ ݏ௡ିଶ߱ሺ௡ିଵሻ௥
ڭ     



























ۍ ݏଵ ൅ ݏଶ߱
௥ ൅ ݏଷ߱ଶ௥ ൅ ڮ൅ ݏ௡߱ሺ௡ିଵሻ௥
    ݏଵ߱௥ ൅ ݏଶ߱ଶ௥ ൅ ڮ൅ ݏ௡ିଵ߱ሺ௡ିଵሻ௥ ൅ ݏ௡
ݏଵ߱ଶ௥ ൅ ڮ൅ ݏ௡ିଶ߱ሺ௡ିଵሻ௥ ൅ ݏ௡ିଵ ൅ ݏ௡߱௥
ڭ



































































































































Jadi nilai eigen ke- r dari matriks ܵ adalah 












untuk setiap ݎ ൌ 0, 1, 2,ڮ , ݊ െ 1.      ז 
 
Suatu graf dikatakan reguler berderajat r (r-reguler) jika untuk setiap titiknya 
mempunyai derajat r. Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana dengan n titik dan m 
sisi. Matriks ketetanggaan dari graf G adalah matriks ܣ௡ൈ௡ ൌ ܣሺܩሻ dengan entri 
ܽ௜௝  ൌ   ቊ
1, jika ሺݒ௜, ݒ௝ሻ א ܧሺܩሻ
0, jika ൫ݒ௜, ݒ௝൯ ב ܧሺܩሻ.
 
 
Suatu graf ܩ dikatakan graf circulant apabila matriks ketetanggaannya 
merupakan matriks circulant. Jika baris pertama matriks ketetanggaan dari graf 
circulant adalah ܽଵ, ܽଶ,ڮ , ܽ௡, maka ܽଵ ൌ 0 dan ܽ௜ ൌ ܽ௡ି௜ାଶ untuk ݅ ൌ 2,3,ڮ , ݊. 
Salah satu graf reguler dan graf circulant adalah graf Sikel. Sebagai contoh, matriks 







Proposisi 2 [1] 
Jika ܩ adalah graf ݇-reguler dengan ݊ titik maka: 
i. ݇ adalah nilai eigen dari ܩ, 
ii. untuk setiap nilai eigen λ dari ܩ, berlaku |ߣ| ൑ ݇. 
Proposisi 3 [1] 
Misalkan ሾ0, ܽଶ,ڮ , ܽ௡ሿ adalah baris pertama dari matriks ketetanggaan pada graf 





untuk setiap ݎ ൌ 0, 1,ڮ , ݊ െ 1 dengan ߱ ൌ ݁ଶ஠௜ ௡⁄  



























dengan mengasumsikan matriks ܣ ൌ ܵ sehingga menurut proposisi 1, diperoleh nilai 





       ൌ ܽଵ߱଴.௥ ൅ ܽଶ߱ଵ.௥ ൅ ܽଷ߱ଶ.௥ ൅ ڮ൅ ܽ௡߱ሺ௡ିଵሻ.௥ 





untuk setiap ݎ ൌ 0, 1,ڮ , ݊ െ 1.                                                                        ז 
 
3. Pembahasan 




















dengan ሾ0, 1, 0,ڮ , 0, 1ሿ baris pertama dari graf circulant ܥ௡. Misal terdapat matriks 
௡ܹൈ௡ dengan nilai eigen dari matriks ௡ܹൈ௡ adalah 1, ߱,߱ଶ,ڮ ,߱௡ିଵ, dengan 
 ߱ ൌ ݁ଶ஠௜ ௡⁄  dan ݊ merupakan banyaknya titik pada graf ܥ௡. Sehingga berdasarkan 
proposisi 3 diperoleh nilai eigen sebagai berikut: 
  ߣ௥ ൌ ∑ ௝ܽ߱ሺ௝ିଵሻ௥ 
௡
௝ୀଶ     untuk setiap ݎ ൌ 0, 1,ڮ , ݊ െ 1.                                        
Perhatikan bahwa 








  ߣ଴ ൌ෍ ௝ܽ߱ሺ௝ିଵሻ଴ ൌ ܽଶ߱଴ ൅ ܽ௡߱଴  
௡
௝ୀଶ
ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2 
  ߣଵ ൌ෍ ௝ܽ߱ሺ௝ିଵሻଵ ൌ ܽଶ߱ଵ ൅ ܽ௡߱௡ିଵ  
௡
௝ୀଶ
ൌ 1.߱ ൅ 1.߱௡ିଵ ൌ ߱ ൅ ߱௡.߱ିଵ 
      ൌ  ߱ ൅ ߱ିଵ ൌ ݁ଶగ௜/௡ ൅ ݁ିଶగ௜/௡ ൌ 2 cos ቀଶగ
௡
ቁ . 
 ߣଶ ൌ෍ ௝ܽ߱ሺ௝ିଵሻଶ ൌ ܽଶ߱ଶ ൅ ܽ௡߱ሺ௡ିଵሻଶ 
௡
௝ୀଶ
ൌ 1. ߱ଶ ൅ 1.߱ଶሺ௡ିଵሻ 




ൌ 2 cos ቀଶ.ଶగ
௡
ቁ. 
  ߣଷ ൌ෍ ௝ܽ߱ሺ௝ିଵሻଷ ൌ ܽଶ߱ଷ ൅ ܽ௡߱ሺ௡ିଵሻଷ  
௡
௝ୀଶ
ൌ 1. ߱ଷ ൅ 1.߱ଷሺ௡ିଵሻ 











ൌ  ܽଶ߱ሺ௡ିଵሻ ൅ ܽ௡߱ሺ௡ିଵሻ
మ
ൌ 1. ߱௡ିଵ ൅ 1.߱ሺ௡ିଵሻሺ௡ିଵሻ 
           ൌ  ߱௡ିଵ ൅ ߱௡ሺ௡ିଵሻ. ߱ିሺ௡ିଵሻ  ൌ  ߱௡ିଵ ൅ ߱ିሺ௡ିଵሻ 




ൌ 2 cos ଶሺ௡ିଵሻగ
௡
. 
   
Sehingga nilai eigen ke-ݎ dari graf sikel ሺܥ௡ሻ, ݊ ൒ 3 diperoleh 




untuk setiap ݎ ൌ 0, 1, 2,ڮ , ݊ െ 1. 
Selain itu, karena graf sikel merupakan graf reguler berderajat 2 maka menurut 
proposisi 2 nilai eigen  ߣ௥  dari graf sikel ሺܥ௡ሻ, ݊ ൒ 3  , |ߣ௥|  ൑ 2 ,                         ݎ ൌ
0, 1, 2,ڮ , ݊ െ 1. 
 
4. Kesimpulan 








Berdasarkan dari hasil pembahasan maka dapat disimpulkan bahwa nilai 
eigen dari graf sikel ሺܥ௡ሻ, ݊ ൒ 3 dengan menggunakan matriks circulant adalah 
ߣ௥ ൌ 2 cos
ଶగ௥
௡
, dan |ߣ௥|  ൑ 2   untuk setiap ݎ ൌ 0, 1, 2,ڮ , ݊ െ 1. 
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